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— Centralized and Decentralized Growth Model —
目　黒　徹　郎＊
Economic Growth in the Neo-Classical View















2 . 1 　時間
このモデルでは時間 t は連続的に測られると















2 . 2 　マクロ生産関数







F（0, 0）＝ 0 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ⑵
P 2 ：増加関数
K′ ≧K, L′ ≧ L ならば
F（K′ , L′）≧F（K, L）　　⑶
K′ >K, L′ >Lならば
F（K′ , L′）> F（K, L）　　⑷
P 3 ： 1 次同次性
任意のλ> 0 に対して
λF（K, L）＝F（λK, λL）　　⑸




















































2 . 2 . 2 　労働者数
家計は 0 時点に初期的な労働 L（0）を保有
し，それを企業に提供して賃金所得を得る。労
働人口は次の動学方程式に従って，増加すると
















Y＝FK K＋FL L　　　　　　　　　　　 ⒃
が成り立つので，P＝ 1 を想起すれば，これは
最大利潤がゼロであることを意味する。











f（k）－k f ′（k）＝w（t）　　　　　　　　　 
これは任意の時点で，代表的企業の最大化利潤
がゼロであることを意味する。









U 1 ：不変性　瞬間的効用 u（.）はモデルの時間
を通じて変わらないとする。
U 2 ：微分可能性　瞬間的効用 u（.）は二階連続
微分可能であるとする。
U 3 ：単調増加　瞬間的効用 u（.）は次を満た
す。
u′（.）> 0 　　　　　　　　　　　　　　　 
U 4 ：限界効用逓減　瞬間的効用 u（.）は次を満
たす。
u′′（.）< 0 　　　　　　　　　　　　　　　 


















































3 　Social Planner の問題









　　k（0）＝k0 > 0　　　　　　　　　　　 








問題の最後の式は，「終末期 t =T に残さ
れた資本ストックを， 0 期からT 期までの利
子率によって割り引いた現在価値は非負になる
こと」を意味する。この制約の意味は深い。こ
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= 0 =⇒ e−(ρ−n)tu′ (c(t))− µ(t) = 0 (43)
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こ こ で の 内 生 変 数 は， 制 御 変 数（control 

















− µ(T )k(T ) + νk(T )e−r(T )T
+ µ(0)k(0)
͜ͷ (40)ࣜͷӈลୈ 1߲ͷதͷඃੵ෼ؔ਺͸ಛʹϋϛϧτχΞϯ (Hamiltonian) H(·)ͱݺ͹ΕΔɻ








਺ʯ(costate variable) ͱݺͿɻͦͷ໾ׂ͸ shadow price Λҙຯ͢Δɻ͜ͷέʔεͰ͸੍໿ࣜ͸ࢿຊ஝ੵ੍
໿Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺshadow price µ(t)͕ҙຯ͢Δͷ͸ࢿຊࡒͷ֤ʑͷ࣌఺ͰͷՁ֨Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠





(40) ࣜͷӈลୈ 3 ߲͓Αͼୈ 4 ߲͸ No-Ponzi Game ͷ৚݅ͳͲಛผͳ੍໿͕ՃΘΔܭըظؒͷऴ຤ظ





͜͜Ͱͷ಺ੜม਺͸ɺ੍ ޚม਺ (control variable)c(t)ɺঢ়ଶม਺ (state variable)k(t)ɺڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate
variable)Ͱ͋Γ shadow priceͰ͋Δ µ(t)Ͱ͋Δɻ




= 0 =⇒ e−(ρ−n)tu′ (c(t))− µ(t) = 0 (43)
7
を最大化していなければならない。したがっ
















− µ(T )k(T ) + νk(T )e−r(T )T
+ µ(0)k(0)
͜ͷ (40)ࣜͷӈลୈ 1߲ͷதͷඃੵ෼ؔ਺͸ಛʹϋϛϧτχΞϯ (Hamiltonian) H(·)ͱݺ͹ΕΔɻ








਺ʯ(costate variable) ͱݺͿɻͦͷ໾ׂ͸ shadow price Λҙຯ͢Δɻ͜ͷέʔεͰ͸੍໿ࣜ͸ࢿຊ஝ੵ੍
໿Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺshadow price µ(t)͕ҙຯ͢Δͷ͸ࢿຊࡒͷ֤ʑͷ࣌఺ͰͷՁ֨Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠





(40) ࣜͷӈลୈ 3 ߲͓Αͼୈ 4 ߲͸ No-Ponzi Game ͷ৚݅ͳͲಛผͳ੍໿͕ՃΘΔܭըظؒͷऴ຤ظ





͜͜Ͱͷ಺ੜม਺͸ɺ੍ ޚม਺ (control variable)c(t)ɺঢ়ଶม਺ (state variable)k(t)ɺڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate
variable)Ͱ͋Γ shadow priceͰ͋Δ µ(t)Ͱ͋Δɻ




= 0 =⇒ e−(ρ−n)tu′ (c(t))− µ(t) = 0 (43)
7
∂c（t）
















− µ(T )k(T ) + νk(T )e−r(T )T
+ µ(0)k(0)
͜ͷ (40)ࣜͷӈลୈ 1߲ͷதͷඃੵ෼ؔ਺͸ಛʹϋϛϧτχΞϯ (Hamiltonian) H(·)ͱݺ͹ΕΔɻ








਺ʯ(costate variable) ͱݺͿɻͦͷ໾ׂ͸ shadow price Λҙຯ͢Δɻ͜ͷέʔεͰ͸੍໿ࣜ͸ࢿຊ஝ੵ੍
໿Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺshadow price µ(t)͕ҙຯ͢Δͷ͸ࢿຊࡒͷ֤ʑͷ࣌఺ͰͷՁ֨Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠





(40) ࣜͷӈลୈ 3 ߲͓Αͼୈ 4 ߲͸ No-Ponzi Game ͷ৚݅ͳͲಛผͳ੍໿͕ՃΘΔܭըظؒͷऴ຤ظ





͜͜Ͱͷ಺ੜม਺͸ɺ੍ ޚม਺ (control variable)c(t)ɺঢ়ଶม਺ (state variable)k(t)ɺڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate
variable)Ͱ͋Γ shadow priceͰ͋Δ µ(t)Ͱ͋Δɻ




= 0 =⇒ e−(ρ−n)tu′ (c(t))− µ(t) = 0 (43)
7
∂c（t）2


















− µ(T )k(T ) + νk(T )e−r(T )T
+ µ(0)k(0)
͜ͷ (40)ࣜͷӈลୈ 1߲ͷதͷඃੵ෼ؔ਺͸ಛʹϋϛϧτχΞϯ (Hamiltonian) H(·)ͱݺ͹ΕΔɻ








਺ʯ(costate variable) ͱݺͿɻͦͷ໾ׂ͸ shadow price Λҙຯ͢Δɻ͜ͷέʔεͰ͸੍໿ࣜ͸ࢿຊ஝ੵ੍
໿Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺshadow price µ(t)͕ҙຯ͢Δͷ͸ࢿຊࡒͷ֤ʑͷ࣌఺ͰͷՁ֨Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠





(40) ࣜ ӈลୈ 3 ߲͓Αͼୈ 4 ߲͸ No-Ponzi Game ͷ৚݅ͳͲಛผͳ੍໿͕ՃΘΔܭըظؒͷऴ຤ظ





͜͜Ͱͷ಺ੜม਺͸ɺ੍ ޚม਺ (control variable)c(t)ɺঢ়ଶม਺ (state variable)k(t)ɺڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate
variable)Ͱ͋Γ shadow priceͰ͋Δ µ(t)Ͱ͋Δɻ





























− µ(T )k(T ) + νk(T )e−r(T )T
+ µ(0)k(0)
͜ͷ (40)ࣜͷӈลୈ 1߲ͷதͷඃੵ෼ؔ਺͸ಛʹϋϛϧτχΞϯ (Hamiltonian) H(·)ͱݺ͹ΕΔɻ








਺ʯ(costate variable) ͱݺͿɻͦͷ໾ׂ͸ shadow price Λҙຯ͢Δɻ͜ͷέʔεͰ͸੍໿ࣜ͸ࢿຊ஝ੵ੍
໿Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠ɺshadow price µ(t)͕ҙຯ͢Δͷ͸ࢿຊࡒͷ֤ʑͷ࣌఺ͰͷՁ֨Ͱ͋Δɻ͕ͨͬͯ͠





(40) ࣜͷӈลୈ 3 ߲͓Αͼୈ 4 ߲͸ No-Ponzi Game ͷ৚݅ͳͲಛผͳ੍໿͕ՃΘΔܭըظؒͷऴ຤ظ





͜͜Ͱͷ಺ੜม਺͸ɺ੍ ޚม਺ (control variable)c(t)ɺঢ়ଶม਺ (state variable)k(t)ɺڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate
variable)Ͱ͋Γ shadow priceͰ͋ µ(t)Ͱ͋Δɻ













3 . 1 . 5 　TransversalityCondition と相補
　　　　 スラック性
横断条件（transversality condition）について
考 え る。 終 末 期 t ＝T に つ い て の 制 約（No-
Ponzi Game conditionを含む）については区別
して扱っていた。この終末期の資本 k（T）に関











+ µ˙(t) = 0 =⇒ µ(t) (f ′ (k(t))− (n+ δ))− µ˙(t) = 0 (45)
࠷ޙʹڞ໾ঢ়ଶม਺ (costate variable)Ͱ͋Δ µ(t)ʹؔ͢Δ৚݅Ͱ͋Δɻ
∂H
∂µ(t)
= 0 =⇒ k˙(t) = f (k(t))− c(t)− (n+ δ)k(t) (46)
(43)΍ (45)͸಺ੜతͳಈֶม਺ͱͦͷ࣌ؒʹؔ͢Δ 1֊ͷඍ෼ํఔࣜͱͯ͠ಋग़͞ΕΔɻ*2
3.1.5 Transversality Conditionͱ૬ิεϥοΫੑ
ԣஅ৚݅ (transversality condition) ʹ͍ͭͯߟ͑Δɻऴ຤ظ t = T ʹ͍ͭͯͷ੍໿ʢNo-Ponzi Game




= −µ(T ) + νe−r(t)T = 0 =⇒ νe−r(T )T = µ(T ) (47)
੍໿৚͕݅ඇ߆ଋతͱͳΔ࠷దԽ໰୊Ͱ͸ɺ1֊ͷ৚͚݅ͩͰ͸ͳ͘ʮ૬ิ৚݅ʯʢ૬ิεϥοΫੑ (comple-










k(T ) = 0 (48)
(47)ʹ (48)Λ୅ೖ͢Δͱ
µ(T )k(T ) = 0 (49)
ΛಘΔɻ͜ͷࣜ͸ʮԣஅੑ৚݅ʯ(transversality condition)ͱͯ͠஌ΒΕΔɻԣஅੑ৚݅͸ʮܭըظؒͷऴ຤
ظʹ͓͚Δ૬ิεϥοΫੑʯͱղऍ͞ΕΔɻ͜ͷ৚͕݅ຬͨ͞ΕΔͷ͸࣍ͷ͍ͣΕ͔ͷ৔߹Ͱ͋Δɻ
(Case i) : µ∗(T ) > 0 and k∗(T ) = 0
(Case ii) : µ∗(T ) = 0 and k∗(T ) ≧ 0
(Case i)͸ɺऴ຤ظ (t = T )ʹ͓͚Δ࠷దͳ shadow price ʢࢿຊͷݶքՁ஋ʣ͕ਖ਼Ͱ͋Δ (µ∗(T ) > 0)ͳΒ
͹ɺࢿຊΛ͢΂ͯച٫ͯ͠ফඅʹॆͯͨํ͕ߴ͍ޮ༻ΛಘΒΕΔ͜ͱΛࣔ͢ɻ͕ͨͬͯ͜͠ͷͱ͖ k∗(T ) = 0
Ͱͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱΛࣔ͢ɻଞํ (Case ii)͸ɺऴ຤ظʹ͓͚Δ࠷దͳࢿຊετοΫ͕ඇෛͰ͋ΔͳΒ͹
(k∗(T ) ≧ 0)ɺࢿຊΛऔΓ่ͯ͠΋ޮ༻͕૿Ճ͠ͳ͍ʢͳ͍͠௿Լ͢Δʣঢ়گ͕࣮ݱ͞Ε͍ͯͳ͚Ε͹ͳΒͳ
͍ɻޮ༻ͷ૿Ճʹߩݙ͠ͳ͍ࢿຊ͸ແՁ஋Ͱ͋Δ͸͔ͣͩΒɺ͜ͷͱ͖ͷ shadow price͸θϩͰͳ͚Ε͹ͳ













ν｛ k（T）e－r（T）T－0 ｝＝（νe－r（T）T）k（T）＝ 0  
にを代入すると
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(393)
（Case ii）：
μ＊（T）＝ 0  and k＊（T）≧ 0




す。したがってこのとき k＊（T）＝ 0 でなけれ
ばならないことを示す。他方（Case ii）は，終末
期における最適な資本ストックが非負であるな















1 ．終末期 t ＝T の消費が無限大となり，
　　u′＝ 0 となる。


















































































こ れ に よ り，c
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　　a（T）e－r（T）T≧ 0 　　　　　　　　　 






























e−(ρ−n)tu (c(t)) dt (63)
s.t. a˙(t) = w(t) + r(t)a(t)− c(t) (64)
a(T )e−r(T )T ≧ 0 (65)
(65)͸ɺܭըظؒऴ຤ t = T ʹؔ͢Δ No-Ponzi-Game conditionͰ͋Δɻ͜͜ͰಈֶతϥάϥϯδΣؔ਺
L˜(t, a(t), u(t), µ˜(t), µ˜)Λ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɻ
*4 ϕʔεͱͳΔϞσϧߏஙͨ͠ Ramsey (1928)ʹͪͳΉɻ৔߹ʹΑͬͯ͸ɺ͜ΕΛൃలͤͨ͞ Cas (1965)ͱ Koopmans (1965)
΋Ճ͑ͯɺRamsey-Cas-Koopmans ϞσϧͱݺͿ৔߹΋͋Δɻ
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（ , （ ）, c（ ）, ~μ（ ）, ~μ）：
＝∫T0  e－（ρ－n）tu（c（t））dt
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（t, （t）, c（t）, ~μ（t）, ~μ）：
＝∫T0  e
－（ρ－n）tu（c（t））dt





4 . 2 　家計のHamiltonian
上の定式化から，家計の動学的問題を表す
Hamiltonian 







µ˜(t) {w(t) + r(t)a(t)− c(t)− a˙(t)} dt (66)
+ µ˜a(T )e−r(T )T
͜͜Ͱ µ˜(t), µ˜ ͸ͦΕͧΕɺࢿ࢈੍໿͓Αͼ No-Ponzi Game condition ʹ෇͞ΕΔະఆఆ਺Ͱ͋Δɻখઅ
3.1.2ʹ͓͍ͯࢪͨࣜ͠ͷมܗͱಉ༷ͷૢ࡞Λߦ͏ͱɺ্ࣜ͸ҎԼͷΑ͏ʹॻ͖׵͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɻ











˙˜µ(t)a(t)dt− µ˜(T )a(T ) + µ˜(0)a(0)
+ µ˜a(T )e−r(T )T
4.2 Ոܭͷ Hamiltonian
্ͷఆࣜԽ͔ΒɺՈܭͷಈֶత໰୊Λද͢ Ha ilt i H˜H(t, c(t), a(t), µ˜(t)) ͸࣍ͷΑ͏ʹͳΔɻ
H˜H(t, c(t), a(t), µ˜(t)) := e−(ρ−n)tu(c(t)) + µ˜(t) {w(t) + r(t)a(t)− c(t)− a˙(t)} (68)

















= 0 =⇒ w(t) + r(t)a(t)− c(t)− a˙(t) = 0 (72)
12
H（t, c（t）, （t）, ~μ（t））は次のよう
になる。
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＝ 0  ⇒ e－（ρ－n）tu′（c（t））－ ~μ（t）＝ 0  
更に 2 階の条件を求めると，次を得る。
∂2
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4 . 4 　各期の市場均衡
本小節では，各期ごとの市場均衡の在り方な
らびに条件を見ることにする。










A（t）＝K（t）　∀t ∈［0, T］　　　　　　　 
ここから，次が従う。
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